Inverse scheduling: two machine flow shop problem by Brucker, P & Shakhlevich, NV
This is a repository copy of Inverse scheduling: two machine flow shop problem.
White Rose Research Online URL for this paper:
http://eprints.whiterose.ac.uk/81533/
Article:
Brucker, P and Shakhlevich, NV (2011) Inverse scheduling: two machine flow shop 





Unless indicated otherwise, fulltext items are protected by copyright with all rights reserved. The copyright 
exception in section 29 of the Copyright, Designs and Patents Act 1988 allows the making of a single copy 
solely for the purpose of non-commercial research or private study within the limits of fair dealing. The 
publisher or other rights-holder may allow further reproduction and re-use of this version - refer to the White 
Rose Research Online record for this item. Where records identify the publisher as the copyright holder, 
users can verify any specific terms of use on the publisher’s website. 
Takedown 
If you consider content in White Rose Research Online to be in breach of UK law, please notify us by 
emailing eprints@whiterose.ac.uk including the URL of the record and the reason for the withdrawal request. 
 	
  	  	 
 
  ! 		 	"#!
$%&'%  ! () *+,-
.
/ 0- 			∗
	 # 1! ) # 2
!
2




)    # 	  	 7,	 	
 
	   	 8 #  9- 6	  	 #
 	

     
 	 :   ;
 : <*. # 		
	  # 	   !  	  	
 	 8  #
    
 	) 	
  
 	  
 
	 ,;




 # ) #    # 	   # 	 7 	 
	 	 : <  	 	   
>- 
  	 

  	 	  7,	   /,	
   	  # 	 
: <  	 	 
 
    # # 




! 7 	 	

 
 	   
) 	  ,	 7,	 	
  # 	
 	
	 - 6	   #





 9! 	 8  #   # 	  
 
 	    ;
   	 	   	 	   #
	 : #!    9  	 )  # 	 
   	 	 	 
 #  ! ) , -
	 :   
: 	  	   
  
  	
# 	 )   	 	    -
)  9  	  

 # 	  #  # 
9? 	 ) # 	    #
  	 	  @A! 'B

  	 @ACB- 	      # 	! ! --!
   @$! A3! A$B-
	 
:  #     #  )- # 	 #,
; # 	 : #  
: *# 8! 	   	 
∗1
  / 			! , /-			+
--
A
.-   	! 	 
:    
  	 :
# ! # 8!  	   # 	   7 
	 
: !  @DB # 	  
)-   	   	
 # 	
  ) # 	 
 ) 	 
:   
: 	 	    @A&B! 
 
    @CB! 	 	
  	 : #-
 	   
) 	   # 	 ,	 7 	 
	 	  :-  	 #
  

 ) F||C! 	 : # 	
 N  {, , . . . , n} 	
  
 ; ) 	 A 
 	 ) 	 B- E
:     - 	   # 	   #  : j ∈ N 
	 A 
 B   )  aj 
 bj ! )- 6 
 	  
#   )   a, . . . , an 
   b, . . . , bn-
# 	 :  
  	  




		  # 

) 	 :  
  	 π  , , . . . , n!
	 	  C # 	  	
   
 















 	  # C! 	 ;   ) # 	   	
A 
 B 	 	    
 	  #    	
	-
# 	 :  
  
 	 
>  π  π  , π  ,
. . . , π n 





 	  # 	  	
   
 















	 π− h 
 σ− h  	  # : h   π 
 σ! )-
	 : # 	 #
  F||C   ;
  π∗ 
 σ∗ #
		 	   
C π
∗, σ∗,, ≤ C π, σ,, # ) :  π, σ.
 	  
> :   	 	  
 	
  # 	 !  	 	 ) 8    	
-
 	 	 	
! 	 )  8   , 	
 	 	 
 # 	 -
 	   #  F||C! 	 )    
 
  	 	 	  : < π 
 σ  	 A 
 B! 		 )
 	   	 	  
>-  	 #  )  	 	
	 :  
  
 	  π!  	 π  , , . . . , n- 	
 : < )    # 	  )  # aj 
 bj! j ∈ N -
	 :   




 	   ) F| aj, bj , π, σ|C-  	 !
	 
:
     a,a, . . . ,an 
  
	






















 # 	      
 	  : ,
 π 
 σ # 	 A 
















π′, σ′, , 


# )  π′, σ′,
aj ≤ aj ≤ aj, j ∈ N,
bj ≤
bj ≤ bj, j ∈ N.
*C.










 	 	 













α	j 	 {aj − aj , }
























j  ,- 6 ) 	  # : j 
	 A *	 B.  

 # aj ≥ aj *bj ≥ bj. 
 
! 	-
 	    #  F||C  






-  	 
)!   
 	  ) 	 : <
 	   	 	!   : h 	 ; 	   *A.   -
  
) 	    # 	  7,	   

-
	  7 	    
 	 	 # - 
	 
  <    		  
  #  
,
- #     
  #) ) 	  # : 
! 	 
 )  	 
   	  < # :
 	 	 
  	 # 

 
 # 	 <
  # 	

 <- 	  : ) 	 	) 
> 	  	 	

 <    - # 	 ,
 <   	






: : ! 
,
   # 	 ) ! # 8! 

 !   
 	!
 	 	 <   # 	 
:
  - 	! 	,
!   		 	
  9
-  	  , 	

	 
> : <  	 	 )   #
 
  # 	

? 	 	 <
 
: #    
   	 
: < -
E   	) 
>   ) # 	
 	 
  
  9-  	 
! 	   # 	 ,
: #  ! 	 	   





  	 	  -
	   # 	    

  #- 6 # )

 = 
 # ) #    ) 	    	
C
	 
 9  # 	  	 	 : <  	 	  







  	 	  7,	     /,	
   	  # 	





! --!    	  ;8
 
 	  
:! 	 	

:    ;
      # #
	  -
	   9




  3- /,	
 # 	  7,	   
   C- E 
 	  
: 	  

   $- )!    
 D-
 		
  	   

 	   # ) 
 = 
 # ) #  
 ) : < π 
 σ  	 A 
 B-   
 	 
	
  		 	 : 
  	 	  	  *π  σ.! 	  

	 	   	 :   
> # 	  	 *π  σ.-
 	  		
      )  :  π  , , . . . , n 		  	 
# 	 A 
 B- 6 
 	 #  #   
#   u, u 
 , . . . , v 










	  ≤ u ≤ v ≤ n-  	 #!  
   π! σ!  
   	  # C
#  ) -
!	"   h ∈ N   




 Bh,n ≥ A,j 
 Bj,n *D.
  j ∈ N 
 	 	  #   : )     	 7 	
! ! --! @AAB-     8
 )  	  
G  V,E #  7,	 	
  ) 	 : < π  , , . . . , n  	
A 
 B-  	 ! 	   	  # 	 : N  	
A 
 B  	  s 
 	  
 t! |V |  n 
 - 	  E 
	 
   	 
$
#  





	 	 A  





 	 	 B   
 )  ?
#  
 	 	 7,	 <! # ) : j!    	
A 	
 
    	 B?
#  s  
 	 	 ;  # :   	 A! 	 	 
 # : n  	 B  
  	  
 t-
	 	 # 	  s,   9! 	 # ) 	   	  
;
  	
  #   	   #-
 A / 
 G  V,E # 	 7,	 	
 	 	  
π  , , . . . , n  	 	
 	   G! 	   # )    #
 
	 	 # 	  	 # s  	 ! 
 	  C 

 	   # t  <)  	 	 # 	  *. 	 # s
 t  G- 1)!  	
      ,
 # 	 
:! 		    
 
 ) h! 
 	 	 # 	  	  

 
 	 *$.-  	  
! A,h  	 	 # 	 	  	
A # s  	 A, # : h  	 	 # 	  ah  	 
 # : h! 
 Bh,n  	 	 # 	 	  	 B # 	 B,
# : h  t-
E 8 # 	    	  - A-   
 	 	
 	! 	 ) 
 !  		 	  
 # : h! 		   
:-
	  # 	  	  	 7 	 ! 









 B! A 
  : 
 n, n− , . . . , -   )   	 	

  
   ) 
;
 # 	  )  
- 	  	
  <  	  	 	  	  		
	   : h  	  
 	# 	    	 -
D
 3 / 






 ) : u ∈ {, , . . . , h− }! 		 
 	  : h! 
 :
v ∈ {h 
 , . . . , n}! 		 # - 	 
 *D.  < 
Au,h ≥ Bu−,h−,  ≤ u ≤ h, *'.
Ah	,v ≤ Bh,v−, h 
  ≤ v ≤ n. *G.
/ 	  	   *'. # h   
 )) 	    *G.
# h  n-
 	 #  # ) 
 = 
 # ) #  
 π-
$ 		      π  , , . . . , n  	
     	  
	  h ∈ N  		 	  !  
 {au, bv} ≤  {bu, av}   u ≤ h ≤ v. *H.
 	 	 )    :    	
 
  ) 	
	 ) #  # 	 	 
 # 	 A 	
 	 # 	 	 
: 	)   ;
- E 8 # 	  	
   

   $-A
	   :!  # 		 ; 	 





 *H.  < 		   
  	 ,
  *C.-  

!   
 	  
 *'.,*G. 		
 	 : h  -   
    
 		 : # 	 
N 	
   # 	 
:
  !   
> 
# 	
 	 	 ;8
  : h 
 ;
  
:  	 ? 	
   
  	   #
  	   	
	 
:   -
2 	  # : N    	 
N
  {j|aj  bj} ,
N  {j|aj < bj} ,
N  {j|aj > bj} .
'
 	 #  	  
 	   h ∈ N 
 h ∈ N
? 	 
h ∈ N   

  	  h ∈ N ) #  )  # 	
7 	 -
6  	 	  h ∈ N-
$ 		  " 	 #	  	
  $	  	  h ∈ N  
 %  
		 π  , , . . . , n $	 		 	   	
   
 	  !  
•   u ∈ {, . . . , h− }&
au ≤ bu  au ≤ ah *%.
•   v ∈ {h 
 , . . . , n}& 	
ah ≤ av < bv *A&.

av ≥ bv. *AA.
   #) 	 	 
 # 	 3 ) *H.- 1)! *H.  ;

# u  v- # u < v! 	  	 	 # 	 -
%& 1
 *%. 	 	 ah < bh ) 	 *H.  ;
 # u < h  v 
au ≤ ah  av 
 au ≤ bu-
%& 1
 ah < bh 	 	  # 	 
 *A&.  *AA. ) 	 *H. 
;
 # u  h < v- 

!   # *A&.! au  ah ≤ av 
 au  ah < bh  bu!
 	 *H. 	
-   # *AA.! bv ≤ av 




 *%. 	 	  # 	 
 *A&.  *AA. ) 	 *H.  ;

# u < h < v- 

! *%. 
 *A&. ) au ≤ bu 
 au ≤ ah ≤ av!  	 *H.
	
- )! *%. 
 *AA. ) au ≤ bu 
 bv ≤ av!  	 *H. 	
  -
 	 #  
 	 
 *H. ) 	 
 # 	 3-
 !  	 	 
 *H. 	 u < h  v ) *%. *  E. 


 *H. 	 u  h < v ) *A&.,*AA. *  .-
 - 
ah < bh, *A3.
 {au, bh} ≤  {ah, bu} . *AC.
   	  : u 	 au > bu  #) *AC.- 

! # 	   !





! 	 <) bh < au   	 # 	   ! 	 ah < bh <




	 	 )    bh ≥ au.  	  *AC.   au   {au, bh} ≤
 {ah, bu}!  <) au ≤ ah 
 au ≤ bu! 		  	  < # *%.-
 '- 
ah < bh, *A$.
 {ah, bv} ≤  {av, bh} . *AD.
6 
 	 	 
 *A&.  
 *AA. 	
- # *AA. 	
!  

- 	 av < bv! 		 	 	 *AD.  av ≥ ah- 	# *A&. 	
-
 	 # 	 )  	 h ∈ N  

! 	 	 <
# # 	 3 	
 	  
   *%. #
 #  :
ℓ ∈ {h 
 , . . . , n} 
  	 
 a,  
 ) b, 
  
bℓ ≤ aℓ  bℓ ≤ bh. *A'.
1
   *A&.,*AA. 	
  #
 #  : k ∈ {, , . . . , h− } 

 	 
 a,   
 ) b, 
  
bh ≤ bk < ak *AG.

bk ≥ ak. *AH.
/  
) 	  #   : h ∈ N
-    	 # 	   
 : u ∈ N 		 
 h! 	     	  : v 		 # h
  N  # : u 
 v 	 au > bu 




	#     
 ) 	  
%& u ∈ N ∪N
 #  u < h?
%& v ∈ N ∪N
 #  v > h-
6  
 )  *.?  *.   

  *. ) 
 	
)  # 	 7 	 -   	   *. 	 h ∈ N

	 
  	   	 #
  	 3 # h ∈ N-
$ 		 ( " 	 #	  	
  $	  	  h ∈ N
  
  h %% 	 N ∪N
    %  
		 π  , , . . . , n
$	  	  h ∈ N
  	
     	 '    u ∈
{, . . . , h− }    	 	 (      v ∈ {h 
 , . . . , n} .
   )  #) 	 	  
  	 # # 	 3 		 	
	 
 *H. # # 	 
 # 	 3   # 	 
h ∈ N
-
 	 #  
 	 
 *H. ) 	 
 # 	 C-
   E # 	 # # 	 3!  	 	 
 *H. 	 u < h  v
) *%.- 

! 	 <) au > ah  	





 : h 
   
H
Au	,h < Au	,h− 
 au ≤ Bu	,h− 
 bu  Bu,h−.
F 	 
 <) # # 	  # 	 	 	  : ,

 h   N ∪N
-
	 # 	 
 *H. 	 u  h < v ) *A&.,*AA.  	 
# 	 # # 	 3-
    	     	 ,	 7 	  
 #
  
 	 	 	 #
 ) 4	 @HB-   
 7 	 	




# 	 a, 
 	 	 : # N  , 
 # 	 b,- 	
	 4	   	 
 # 	 3,C    ! --! 4	I

  = # )   )-  # 	 ) 8 )
 	
 		  ) 
> # 4	I 	
  
  	
8 - / ) 	 :  N
   
  
> ! :  N 

N    
  	 4	 <!   
 	 	 )

 = 
 # )- ! 	 ) 8  	
 	
:*. # N 
 :*. # N-
j A 3 C $ D ' G H %
aj A A 3 3 ' G $ D C
bj C A C 3 % A& C 3 A
 A  
 #   # 	 7 	 
 C   	





   # 	 7,	  	 	 
  )  A 
 
 	
 	  - C *. 




>  	 	 : # N
  # - 	 	
 	
	   : h   
 	   C  - 	 	
 	 
%
- C *. # 	 4	  	 	 : # N ∪ N
 
 	 : #
N- 	 
 	
 	  - C *.    	 	 4	 
	  # N
,:  	
  	 N
,:   ,  N,:? 	
: # N   <
  ,
 
 # 	 a,? 	 : # N
  <
  , 
 # 	 b,? !  : # N *:
. 
  : # N *: .-  	 
 	




   -
 #	  		
6  	 	 
; #   : h   , 	
- 	 
	 	    	
 : h  	 	
    	   # :

  	 A 
 B # h 
 	  : 
 # h  	
	!  	 	 ) 
 = 
 #
 # 	 
    	 , -
  	
   ) : < π  , , . . . , n 
 σ  σ  , σ  ,
. . . , σ n  	 A 
 B! )- 6 ; 















  	 A *	 B. # 
 # : h-    	
A!  




















? ) #   	 B!  














































































  j ∈ N 
	   G  V,E 

   3-A!    	
, -   	 ) 	 # s  t 	
  8) 
  	  ,
 # 	  : h! 
 	 	 # 	 
	  
  







 	 	 # 	 	
 	 A # s  	 A, # : h! ah 
 bh  	  	 # 	 








 	 	 # 	 	 # : h  	 B
  t-
E 8 # 	   # 	 	
  ) π  , , , , , , 

 σ  , , , , , ,   	  - $ # 	    )  3-
	  	  		 	  
 # : $! 		  ! 
 	








 b  -
/  	 	 	 ) 
 = 
 #
  	 3,C
	
 # 	 , -
A&
j A 3 C $ D ' G
aj A $ C ' 3 H A
bj H 3 C D ' C 3
 3  
 #  , 	

 $ /  # 	 	
  ) π  , , , , , ,  
 σ 
, , , , , , 
$ 		 ) )  S∗ %  
		 π  , , . . . , n  σ  σ  , σ  ,
. . . , σ n  
 A  B  	
     	 #	  	  h 
		 	 		 	  N 	 	 
 	  
 A  B*




B  {σ  , σ  , . . . , σ h− } , *3A.
h  σ h , *33.
{h 




B  {σ h 
  , . . . , σ n} , *3C.
 	   +	 	& 
	  	 
		   
u ∈ N
h
A  v ∈ N
h
A &  	,  $
 	   	    # 	 




  S∗    , 	
- 6  	   :
8 	 	 
 *33. 
 *3C. 	




 # 	  -

   	
 S  	 : 
 π  	 A 	  
 S∗ 
 	 	 : 












 S    -
E   # 	  :  S ; 	 ) 
 = 

 # 	  -  h  	  :  S- J ) NhA 	
 # :  S # : h  	 A 
 ) NhB 	  # :  S #




  π  	   	 A  	 	
 S 

























B ≤ C S
∗ ,
	 	  <) 	
 
  	 
; # 	   	
 S∗- #





< C S∗ 
 S∗   !  
-
	! : h    S∗ 
 	  # 	   # 	





  	 3,C  < # 	 : NhA 

NhB ! 	 
 # 	 :  	 # 	   -
  	 
 *3$.   ;
- 6 	 	  	 	
 S∗ )
: 		   N
h
A 	
    N
h






# 	   	 ! 	 








# 	   	  : 	 	 )! 	  	 :  : j  	
































 	 	 	 	  		 	  # : j  	 
 # 	
 S∗   	 	  	  		 	 





























































  	 ) # 	 	
 S∗-





























































/  	  	
 S∗  ) π  , , . . . , n 
 σ  σ  , σ  ,





 # 	  - 6	  # )
  	 h ∈ N  	 	 3 	
  h ∈ N
 
  : 
 h 
 N ∪N
  	 	 C 	
- 6  	 S
∗  -
  	


















# ) : j ∈ N ! 	 σ− j  	  # : j   σ-
1
    	
 S 
 # S∗  	 : 
 π 
	 A 	    S∗ 
 	 	 : 
  	 B # σ  π-



































# h   # S! 	 	 #,	
 
 # *3G. 
 	  
# 	 
  7 	 !   	 ) 
 ;
- 	    	   # 	 , 7 	
- 	 S∗  -
 	 #  	 	 h  )  # S ) 
 	 *D. 	

#  j ∈ N -  	 
!  
 j ∈ N 
 	 # 	 #  
-
*A. # 	   : 		  <
 # j  π 
 # j  σ! 	
{σ ν , σ ν 
  , . . . , σ n} ⊇ {j, j 
 , . . . , n}







	  <) 
 	 *3'.  
 *D.-
*3. # 	   : 		  <
 # j  π 
 # j  σ! 	  	
: 	 	 )   : ℓ 		  	    σ- J  	 
# :  π 
 
  	 # 	 ℓ  <
 # j  π!
{, , . . . , j} ⊂ {, , . . . , j, . . . , ℓ} .
J  	 	 # ℓ! ) : 
 # j  π  
 # ℓ  σ
{j, j 
 , . . . , n} ⊆ {σ, . . . , σν, . . . , σ n}
AC
	   σ− ℓ 
 ν  σ− j  	  # : ℓ 









 h    	
 S∗! 
 *3'. 	
 # j  ℓ
A,h 





1 	  	 <   	 *D. 	
    <)-
J  	 $!    ) 	  # 	
! # 		  ;8

 : h ∈ N  	 :  	 A 
 B  
 	 *3A.,*3C.-
 	 	  # *C. #  ;8
  : h! 	 





  	  # -
 8!  	  	  - $! 	   :  
  		 #)
*3A.,*3C.-  	  # 	 	










































































































































	    # 	 # *%.! *A&.  *AA. 	 	 	 8
 		 #) : ) -
( # 	   	 *		 +   	
E		  	 





 #  
 , 	
!  	 #  

	  	
 )  	 	 :  <
  	  

π  , , . . . , n  	 	- 6 	 	 	 
   
/,	
 )   
 # 	  - 	  
 # 	 

 
  	 # 	 	 : 		 #   : 	
 #)  # 	 
,
:  *A&.  *AA.- 	# #  : 	  	 ! 
# 	   
:   
-   # 	  
: #
	  :   
   # 	       #

   	   : -
A$
$ 		 , -
 F| aj, bj, π, π|C  .-
-   	   F| aj , bj , π, π|C   / 
	 	 3 	 ) #    
 		 	 
:   
  		
    	
  ) -
 
   /,	
 #  F| aj, bj, π, π|C  
; 








zi ∈ {, } ,  ≤ i ≤ q.
*3H.







  : h, v, . . . , vq, k, ℓ   	 
- 	 : h! k 
 ℓ 
KL : 
 	)   
:

ah  ah  ah, bh  bh  bh,
ak  ak  ak, bk  bk  bk,
aℓ  aℓ  aℓ, bℓ  bℓ  bℓ.
*3%.
4 k   KL : # N 	
ak  E,
bk  E − ,
	 E  
;







 ℓ  # N 
 	)  

ah  aℓ   
 ε,





 q < E,
	 C  	  ) 





	   # 	  : {v, . . . , vq}  
;
 
av  ε, i  , . . . , q,
bv  wv 





 # 	 : {v, . . . , vq}   #
av  av , av  ah, i  , . . . , q, av       
  ah








, i  , . . . , q. *CC.
	 #  
  	 # -   1 A  	 	 : h 
	 )  :   	
 	 ,
:
  - 	  1 3
 
 	 	  	
   -  1 C,$  	 	  
  	
 : h  - )   # # 	 <


: # 	   # 	 : 
  	  	  #
	   *3H.-
6  	 	   	  : h-
  /   $	 	 % 	
&  h  	  	 
   -  ! 
;
Bv,v−    i  .
 	 av < bh 
 # )  # : vi 
 vj !
av < bv .
E  <!
Av,v < bh 
 Bv,v− ,  ≤ i ≤ q,
 	  : vi     	
 	 ,
:
    *'. 

-
	   : k 
 ℓ    	
• # : k! 	 8   # 9 T      	 A 

	    	 B
T  bh 






























 − ε q >  
• # : ℓ! 	     T 
 bk − aℓ > T -
	 # ) :! 8 # : h!        	 A

     	 B  ) )  	 -
A'




  )  $	 	 % 	
  	 	

   -  ) : vi ∈ N 	 # 	  : h ∈ N!  # 	

 *A&.  *AA. 	




  	 3   ;
-
 	 #  
 	      	   :
h  -
 ( . 	
	  	   $ 	 v






av   
 ε z <
< C 
  
 ε z − ε ≤ C 
 z 





























 ) ) 	
	   {v, . . . , vq} 	 
0  ℓ 	
	 # # 	  # # 	  	 	 : k 
 ℓ  ,

:! : ℓ   
  # k 
 aℓ < bk-
 , /  	 	 % 	
  k 
 	  h 
 
	& 	 	 	%   	 	

   ,- 4 k   -  8! #  v,:  #) 
,

  	 A 
 #) 




 ak   
 ε q 
 E >  
































   	 )   : k-  	
 	
! 	 	
   
  # 	   # : k  	 B?
	 : h   - 	  	
     	 ) 

= 
 # ) 
  	
 # 	  : k 
 	 < :
ℓ k ∈ N! ℓ ∈ N- 	 
 
 # 	   *A'. 	 h  k-  	
  # 	 : k 
 ℓ  ;8
 




 # ) # 	  : k-
J  	 # 	 ) : v, . . . , vq   
:
! 1 C,D ) 	 
 
:     	
 	









 bv  )  
! 	  
: # 	 :
vi 
! av  av 
 xv 	 	 ) α	vxv
 bv  bv − yv 	 	 ) β−vyv .
 	  
: # 	  # : vi 	 	
av  av 
 xv , xv > ,
bv  bv − yv , yv > ,
     
 # bv )   δ!  < δ <  {xv , yv}

  # av ) 	   	 	   
av  av 
 xv − δ, xv − δ > ,
bv  bv − yv 





  *CC.!  : h -
! # 	 
:





 	 h    : 
 	#
! av  av 
 xv  ah 	 	 ) α	v av − ah *	 
 *A&. 	
.?




 −   zv ! 		 






,  av  av 
 xv  ah, bv  bv ,
,  av  av , bv  bv − yv  av .
	 	 
:
     8
 
av  avzv 
 ah − zv ,
bv  avzv 














 β−v bv − av zv .
) 
 	 av, 
  	 bv, : k   ,
-  	   
    # 	 
  # k *	 : k






























bv − qah − ak.
	   # 	  # ;





















bv − qah − ak,
zv ∈ {, } ,  ≤ i ≤ q.
#) 	 : #!  	  # av ! bv ! ah! bh 
 ak 



























zv ∈ {, } ,  ≤ i ≤ q.
*C'.














	   # *C'.   ;









  )    	 # 	 
:   
;
 
α	v  γv 





,  ≤ i ≤ q,
	 γv 
 wv  	  # 	   *3H.! 	  *C'. 
<  	   *3H.-
 	 /,	
 # 	   # 	  7,	 ,
  /,	
 # 	   # 	 , 7,	 ,
-
) *		 	  -	 	  	 .#
 	
	 /,	
 # # 	     	 # 	 	  : h 
 # 	    
 # 	  
:
  ! 		
 :;
 		   #   	  # 	  - 
	   ; 
 *  8. 	 	   ) 	 

 	   : h #        #
  
- J
 	!  
 n  # 	
  )  ;8
  : h  , , . . . , n! 
 $-A! 
  #     	  )- 	 	 

 ) 
 	   	 
:    	- 6
	 	 	  	  ;8
  : h   
 =)- 6	 
# )   	 	 	 		  
:  	 A 	
   	 B  ;8




 	   : h   	  N ∪ N




   $-C-
)  /    
 	   
 	 # 	   F| aj, π, π|C
	 
:   	 A 
 ;8
   	 B!  
 	 
:
   ) 	   :! 		    #
,
:
    





 # 	   :-
1
   	 	  # aj 
 bj  )  C 
 )  
,
:  a 		     

  a   
  

! a  a  - 	 	
 	   ' *.  




      # h   
 v  ! ah > av 
 av < bv! 
 # *A&. 
 *AA.-
E   a  
 




 *AA.  
- # a  
 
    a  b! : 
  !   ' *.-  	  	
! 	 ) 

*A&.,*AA.   ;
 # h    a > a 
 a < b!  	)  ;
 #
3&
j A 3 C $
aj A $ D 3
bj C G C A&
 C  
 #   	  
:  a ∈ ", #
 ' E 8 	 
>  :  	  	




 	   	
 *.
h  
a ≤ a < b,
a ≥ b,
a ≤ a < b.
6 
 	  
  ;
   	





 	  ;8
  : h  , , . . . , n! 
      #

 	  

  	 -
) 	   	    		   ∈  ∪

 	 	 A  
: 	    	 B 
 	
- 6  	  F| aj , π, π|C ) 
 n  #
	
  )  ;8




? 	   	  # 	
 		 
 	   
:
-  	    	 h ∈ N ∪N

ah ≤ bh, *CG.

  : u ∈ {, , . . . , h− }  # ) N ∪ N
- 	 
 # 	 3,C
 - 	 
  	 h ∈ N ∪N
 
  : v ∈ {h 




   $-C-
	  
   
  	  # # 	 

 : h  < *'.,*G.! *%. 
 
: < *A&.,*AA.-  	,

 
: <!   	  "ah, ah# # ) # ah  O n
3A
 # 	 # "tk−, tk#!  ≤ k ≤ q! 	 q ≤ n!  	  ) 	 #
ah ∈ "tk−, tk#! 	 ) # 
: # ) : j ∈ N\ {h}   <) 
;
 
  aj ≤ aj  
 aj ≥ aj  	 	 
  # 	
: # α	j 	 {aj − aj , }
 α−j 	 {aj − aj , }  -  

! # )
: v ∈ {h 
 , . . . , n} 
:  *A&.,*AA.   
 )   <,
)- 	    	  	   
   :
#- F 

 q  "tk−, tk#  	 ! 	  	 	
  
 	   	  -
 
 	 	  # 		   
 =)
) 	 2, 	<! 
 	 
 # 	 3,C- J 	
 # : 
 # h ) U  {, , . . . , h− } 
 	 
 # h )
V  {h 





 *'.,*G. 		 	9 	 : h  !
#  *%. # 	 : u ∈ U !
#  # 	  *A&.  *AA. # 	 : v ∈ V -
1
 *'.,*G.   	 < # 	 #
h
ju
aj ≥ Bu−,h−,  ≤ u ≤ h, *CH.
v
jh	
aj ≤ Bh,v−, h 
  ≤ v ≤ n, *C%.




  *%. 
 *A&.,*AA.!  
 	  "tk−, tk# *k 
, , . . . , q. 	
ah ≤ t
 < t <    < tq ≤ ah
  
>  aj 
 bj ! j ∈ {, , . . . , n}! 
  "ah, ah#- / 	 	
 #  "tk−, tk#  q ≤ n-
1
 	   "tk−, tk#! 

 ) "e, f #! 
  
:
  ah ∈ "e, f #-
	 # ) : u ∈ U  	  #) )  # 	  <  
 *%.
au ≤ bu *$&.

au ≤ ah. *$A.
	 	 <)  ;
 )-  
 	!  
 8 
 # au 
 bu # 
 e, f  *.,*. 	 au < bu 
  *
.,*#. 	
au ≥ bu-  	   
 	 ah ∈ "e, f #-
%& # au < bu ≤ e! 	  
  # au   ) # *$&. 	
- *U.
%& # au ≤ e < f ≤ bu! 	  
  # au   ) # *$A. 	
- *U.
33
%& # f ≤ au < bu! 	 au 	
  

  	 *$A.  	 *%.  ;
-*U.
%& # au ≥ bu ≥ f ! 	 au 	
  

  	 *$A.  	 *%.  ;
-*U.
%	& # au ≥ f > e ≥ bu! 	 au 	
  

  	 *$&.  	 *%. 
;
- *U.
%& # e ≥ au ≥ bu! 	 au 	
  

  	 *$&.  	 *%.  ;
-*U.
 	   *. 
 *.  

  # au! 		 #  











 *.! *.! *.! *
.! *. 
 *#.! )! 
  *%.  

) *$&. # ) : u ∈ U ∪ U ∪ U 
 ) *$A. # ) : u ∈ U ∪ U ∪ U- 	
: # 	 	 #  # 	 
:  α	u au − au #
u ∈ U ∪ U 
 α
−
u au − au # u ∈ U ∪ U ∪ U ∪ U-
1




av ≥ bv *$3.

av ≥ ah. *$C.
 
 	!  
 8   # av 
 bv # 
 e, f 
*.,*. 	 av < bv 
  *
.,*#. 	 av ≥ bv-  	   
 	
ah ∈ "e, f #-
%& # av < bv ≤ e! 	  

  # av  
  
 *A&.  *AA.
;
! 	 av 






%& # av ≤ e < f ≤ bv! 	  

  # av  
  
 *A&.  *AA.
;
! 	 av 
  	  ah   *A&. ;
?  #	 
 av ) 
  av ≥ bv 
  *AA. ;
!    =  <
*$C.  #) 	 ) 
 = 
 # )- *V.
%& # f ≤ av < bv! 	  

  # av   ) # *$C. 	
   
<  *A&.- *V.
%& # av ≥ bv ≥ f ! 	  

  # av )
 bv   # *$C. 	
 #
bv ≤ av ≤ av *AA. 	




%	& # av ≥ f > e ≥ bv! 	  

  # av   ) # *$3. 	
! 		
 <  *AA.! 
 #  # av  	 bv 	 *A&.  *AA. 	
-
*V.
%& # e ≥ av ≥ bv! 	  

  # av   ) # *$3. 	
! 		 
<  *AA.- *V.
3C
 	   *.! *
.! *. 
 *#.  
  # av! 		 #
  # *A&.,*AA.!     
    	   av
 *C%. ;
 










 *.! *.! *.! *
.! *. 
 *#.! )- 	 	 
: 
*A&.,*AA.   
 ) *$3. # ) : v ∈ V ∪ V ∪ V 
 ) *$C. # ) :
v ∈ V ∪ V ∪ V- 	 : # 	 	 #  # 	 
:
 α	v av − av # v ∈ V ∪ V 
 α−v av − av # v ∈ V ∪ V ∪ V ∪ V-
   	 	   #  
: 	




  aj ≤ aj ≤ aj   
   #   aj
	
  
!  # 	 
















α−v av − av 

α	h 	 {ah − ah, }
 α−h 	 {ah − ah, }
..
ah ≤ bh
e ≤ ah ≤ f
a 
 a 












































au ≤ bu, u ∈ U ∪ U ∪ U
au ≤ ah, u ∈ U ∪ U ∪ U
*%.
av ≥ ah, v ∈ V ∪ V ∪ V
av ≥ bv, v ∈ V ∪ V ∪ V
*A&I.
*AAI.
aj ≤ aj ≤ aj, j ∈ N.
*$$.
 	  # 	  # 	 : # α	h 	 {ah − ah, } 
α−h 	 {ah − ah, }  9  # )  "e, f #  "tk−, tk# 	 ah ≤ e  ah ≥ f -
6 
 	 # h ∈ N ∪N
 	    	

 )  q ≤ n 
3$
 !  # 	  "e, f #  "tk−, tk#- # #   
"tk−, tk#   8! 	 	 <
 
:   
 	 ah ∈ "tk−, tk#

   8-  	  ) 	 	 # 	 
  : h 
 8 #  q  "tk−, tk#-
)( 	   	    		   ∈  ∪

  	 	  : h  # ) N ∪N

ah ≥ bh *$D.

  : # {h 
 , . . . , n}  # ) N ∪ N
- 	    )
 # 	  	 h ∈ N ∪N
 
 	# 





   3-A-  
 #!  
 	 : 		

 h ) K  {, , . . . , h− } 
 	 		 # h ) L  {h 
 , . . . , n}-
	 




 *'.,*G. 		 	9 	 : h  !
#  *A'.  	 : ℓ ∈ L <
 # h!
#  *AG.,*AH.  	 : k ∈ K <







 *'.,*G.   	  < *CH.,*C%.   	  # h ∈ N∪N
-
1
 *A'.   	 < # 	 #
bℓ ≤ aℓ, *$'.
bℓ ≤ bh, *$G.
#  ℓ ∈ L-
 	  *$G. 	  bℓ 
 bh      #
B,  ,
:- # bℓ ≤ bh #  h 
  ≤ ℓ ≤ n! 	 	   
 

 	   	 	  #? 	 	

  8   	
  	  # 	 	
 	 	 
  :
h ∈ N ∪N
-
6	   
 *$'.! 
 	 #  -
%& # aℓ < bℓ! 	  








  	 *$'.- *L.
%& # aℓ ≥ bℓ! 	  

  # aℓ   ) # *$'. 	
- E 













 *.!  *A'.   
 ) *$'. # ) : ℓ ∈ L ∪L! 
 	 :
# 	 	 #  # 	 
:  α	ℓ aℓ − aℓ # ℓ ∈ L









bk ≥ ak. *$H.
%& # bh ≤ bk! 	 	     	 
:
  ak- 

! # ak







  # ak         	   ak




ak ≥ ak *K.
%& # bh > bk! 	 
 *AG.  	
 
 	# 	 
:
  # ak
	
 #) *$H. 
  *AH.-
%& #  

 bk > ak! 	  

  # ak    




: ? 	# ak  )  
  	
 *$H.- *K.
%& # bk ≤ ak! 	  








  	 *$H.- *K.









 # ) k ∈ K 
 
 )
*$H. # ) k ∈ K ∪K- 	 : # 	
 	 	 # 
# 
:  α	k ak − ak # k ∈ K ∪K 
 α−k ak − ak # k ∈ K-
	 

















α−ℓ aℓ − aℓ 

α	h 	 {ah − ah, }
 α−h 	 {ah − ah, }
.. ah ≥ bh
a 
 a 












































bℓ ≤ aℓ, h 
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